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ZADACI ZA TEORIJSKI DEO ZA

REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ ASTRONOMIJE

1-2. jun 2024. godine

1 Zadaci

(100p)

1. Astronom amater iz Beograda treba da otputuje na Maltu (La Valeta λ = 14◦30
′
51

′′

istok, φ = 35◦53
′
57

′′
). Ho�e i onde da posmatra zvezde, qim se zavrxi astronomski

sumrak. �egov avion pole�e iz Beograda u 16 qasova (sred�oevropsko vreme +1 qas).
Prema �egovoj proceni let i sve formalnosti �e mu oduzeti oko pet qasova. Da li
�e mo�i da ostvari svoju nameru, da poqne da posmatra na samom kraju astronomskog
sumraka? Toga dana je vremensko izjednaqe�e η = 12, 5s, deklinacija Sunca
δ⊙ = 10◦13

′
20′′. Na Malti je zvaniqno vreme isto kao u Beogradu. (20p)

2. Kada se nalazi u zenitu, pun Mesec na Zem	inoj povrxini daje osvet	enost
E0 = 0, 32lx. Uzimaju�i u obzir da atmosfera apsorbuje k = 23% upadnog zraqe�a,
odrediti sjaj Meseqevog diska B. Da	ina do Meseca iznosi r = 384 400km, a polu-
preqnik satelita je R = 1738km. (20p)

3. Izvesti formulu za ukupnu prividnu veliqinu sistema od n zvezda, ako su prividne
veliqine komponenata m1,m2, . . .mn. Kako glasi formula u specijalnom sluqaju
kada su sve komponente iste prividne veliqine m = m1 = m2 = · · · = mn? (20p)

4. Odrediti odnos luminoznosti komponenata u eklipsno dvojnom sistemu ako su po-
znati �ihovi polupreqnici RA = 1, 39·109m i RB = 0, 90·109m i prividne veliqine
mmax = 5, 545, mpmin = 5, 990, i msmin = 5, 790. (20p)
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5. Penzias i Vilson otkrili su 1965. godine pozadinsko reliktno zraqe�e. To zra-
qe�e emitovano je u trenutku kada je vasiona postala prozraqna. �egova raspodela
odgovara Plankovoj raspodeli na temperaturi 3K.

a) Kako se me�a energija fotona frekvencije ν ukoliko zraqe�e pokazuje crveni
pomak z?

b) Kako kosmiqki crveni pomak odgovara sma�e�u energije fotona i s kojom se re-
lativnom brzinom kre�e izvor pozadinskog zraqe�a, ako je zraqe�e emitovano pri
temperaturi od 4000K?

c) Kolika je brzina Zem	e prema centru sferne 	uske koja predstav	a izvor zra-
qe�a, ako je u smeru Zem	inog kreta�a temperatura koja odgovara izraqenoj ve�a
za 3, 5mK?

Odnos frekvencije na kojoj je zraqe�e maksimalno i temperature je 5, 86 · 1010Hz/K.
(20p)

Republiqko takmiqe�e iz astronomije za uqenike sred�ih xkola - Druxtvo astronoma Srbije

Strana 2 od 9



REXE�A

1. Astronom amater iz Beograda treba da otputuje na Maltu (La Valeta λ = 14◦30
′
51

′′

istok, φ = 35◦53
′
57

′′
). Ho�e i onde da posmatra zvezde, qim se zavrxi astronomski

sumrak. �egov avion pole�e iz Beograda u 16 qasova (sred�oevropsko vreme +1 qas).
Prema �egovoj proceni let i sve formalnosti �e mu oduzeti oko pet qasova. Da li
�e mo�i da ostvari svoju nameru, da poqne da posmatra na samom kraju astronomskog
sumraka? Toga dana je vremensko izjednaqe�e η = 12, 5s, deklinacija Sunca
δ⊙ = 10◦13

′
20′′. Na Malti je zvaniqno vreme isto kao u Beogradu. (20p)

Odgovor:

Treba odrediti kada se Sunce nalazi 18◦ ispod horizonta (to je trenutak kraja
astronomskog sumraka) datog dana na Malti. U tu svrhu �e poslu�iti Gausova gru-
pa obrazaca (sferna trigonometrija, dato u tablicama pa se formule ne boduju).
Prilago�ena za prelaz sa horizontskih koordinata na mesne ekvatorske ona glasi

sinh = sinδsinφ+ cosδcosϕcost,

cosAsinh = cosδsint,

cosAcosh = −cosφsinδ + sinφcosδcost

(1)

Sada raqunamo trenutak kraja astronomskog sumraka, a to je kada je h⊙ = −18◦, a
azimut A nije od znaqaja. Ovde koristimo prvu jednaqinu koju rexavamo po cost.
Dobija se: cost = −0, 518164. (5p)

Kosinus je negativan u drugom (6h < t < 12h) i tre�em kvadrantu (12h < t < 18h).
Poxto se radi o kraju astronomskog sumraka, mora biti zapadna nebeska hemisfera,
znaqi drugi kvadrant sledi da je t = 8h4m50, 2s. (5p)

S obzirom na to da je nebesko telo Sunce ovo je pravo vreme. Primenom popravki,
tj. oduzima�em vremenskog izjednaqe�a i dodava�em 12h za mesno sred�e vreme se
dobija tl = 20h4m37, 7s (5p).

Prelaz na zonsko vreme (sred�oevropsko) po formuli

∆λ = 0◦29′9′′

∆λ

360
=

∆t

24
∆t = 1m56, 6s

(2)

daje tz = 20h6m34, 3s i, poxto se prime�uje let�e vreme, dodaje se jox jedan qas,
dakle tra�eni trenutak �e biti trenutak kraja astronomskog sumraka u La Valeti
je tp = 21h6m34, 3s, a toliko pokazuje i qasovnik u Beogradu. To znaqi 5h6m34, 3s

posle poleta�a aviona, xto se mo�e zaokrugliti na 5 qasova. Dakle nax astronom
amater je sasvim pravilno procenio vreme. (5p)
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2. Kada se nalazi u zenitu, pun Mesec na Zem	inoj povrxini daje osvet	enost
E0 = 0, 32lx. Uzimaju�i u obzir da atmosfera apsorbuje k = 23% upadnog zraqe�a,
odrediti sjaj Meseqevog diska B. Da	ina do Meseca iznosi r = 384 400km, a polu-
preqnik satelita je R = 1738km.

Odgovor:

Osvet	enost na povrxini Zem	e (sa uraqunatim efektom apsorpcije) oznaqi�emo
sa E0, a osvet	enost van atmosfere (bez apsorpcije) sa E. Veza ovih veliqina je

E0 = (1− k)E (3)

gde je k koeficijent koji govori koliki je deo od upadnog zraqe�a apsorbovan u
atmosferi. (5p)

Za sluqaj konaqnog izvora (izvora qiju povrxinu mo�emo da vidimo, ali ipak je
dovo	no daleko da mo�emo smatrati kako su zraci koji od �ega dolaze paralelni,
a taqke na �egovoj povrxini jednako uda	ene od posmatraqa) mo�emo da primenimo
formulu

E = B · ω (4)

koja povezuje osvet	enost koju izvor daje E sa sjajem izvora B i prostornim uglom
pod kojim se izvor vidi ω. (5p)

Dobijamo

B =
Eo

(1− k)ω
(5)

Prostorni ugao pod kojim se vidi Mesec jednak je

ω =
4πR2

r2
. (6)

Dakle sjaj izvora dobijamo iz jednaqine:

B =
E0r

2

4πR2(1− k)
. (7)

(5p)

Zamenom brojnih vrednosti dobijamo konaqan rezultat

B = 1618
cd

m2
. (8)

(5p)

Napomena: U zadatku je korix�ena vrednost k = 23% koja se odnosi na pravac ka
zenitu. Za sve druge pravce apsorpcija je ve�a, a osvet	enost se sma�uje. Tako�e,
treba voditi raquna o uglu pod kojim se povrxina vidi sa izvora. Kada se izvor
nalazi u zenitu, pretpostav	amo da je povrxina prijemnika normalna na pravac
upadnih zraka.
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3. Izvesti formulu za ukupnu prividnu veliqinu sistema od n zvezda, ako su prividne
veliqine komponenata m1,m2, . . .mn. Kako glasi formula u specijalnom sluqaju
kada su sve komponente iste prividne veliqine m = m1 = m2 = · · · = mn?

Odgovor:

Ukupna osvet	enost je data kao:

Euk = E1 + E2 · · ·+ En (9)

(2p)

Setimo se sada Pogsonovog zakona:

m2 = m1 + 2, 5 log
E1

E2

E2 = E1 · 10−0,4·(m2−m1)

(10)

(5p)

Ukoliko sada predstavimo svaku osvet	enost (od E2 do En), preko osvet	enosti E1,
dobija se:

Euk = E1(1 + 10−0,4·(m2−m1) + · · ·+ 10−0,4(mn−m1))

m1 −muk = 2, 5 log
Euk

E1

= 2, 5 log
n∑

i=1

10−0,4(mi−m1)

muk = m1 − 2, 5 log
n∑

i=1

10−0,4(mi−m1)

(11)

(8p)

Specijalni sluqaj imamo kada su sve zvezde u skupu iste prividne veliqine m1:

muk = m1 − 2, 5 log n (12)

(5p)
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4. Odrediti odnos luminoznosti komponenata u eklipsno dvojnom sistemu ako su po-
znati �ihovi polupreqnici RA = 1, 39·109m i RB = 0, 90·109m i prividne veliqine
mmax = 5, 545, mpmin = 5, 990, i msmin = 5, 790.

Odgovor:

Uvodimo slede�e oznake za osvet	enost E (osvet	enost koja potiqe od obe zve-
zde), EH (osvet	enost od hladnije zvezde), ET (osvet	enost od toplije zvezde, Epmin

(osvet	enost u dub	em, primarnom minimumu), Esmin (osvet	enost u pli�em, se-
kundarnom minimumu). Tada va�i da je E = EH + ET . Zatim uvedimo oznake za
polupreqnike RM (polupreqnik ma�e zvezde), RV (polupreqnik ve�e zvezde), RT

(polupreqnik toplije zvezde), RH (polupreqnik hladnije zvezde).

Tokom primarnog minimuma pomraqena je toplija zvezda, ali mi ne znamo da li je
sjajnija (tj. toplija) ma�a ili ve�a zvezda. Zato mo�emo da napixemo:

Epmin = E − R2
M

R2
T

· ET

Epmin = EH + (1− R2
M

R2
T

) · ET

(13)

Posled�a jednaqina va�i u oba sluqaja:

1) ako je toplija zvezda ma�a:
R2

M

R2
T
= 1, Epmin = E − ET ,

2) ako je toplija zvezda ve�a:
R2

M

R2
T
je jednako procentu povrxine ve�e zvezde koja se

vidi, a Epmin = E − (
R2

M

R2
V
)EV .

Za vreme sekundarnog minimuma pomraqena je hladnija zvezda. Ponovo imamo sliqnu
jednaqinu koja va�i u oba sluqaja:

Esmin = E − R2
M

R2
H

EH

Esmin = ET + (1− R2
M

R2
H

)EH

(14)

(5p)

Uvodimo sad smenu b = ET

EH
i na�imo qemu su jednaki odnosi ukupne osvet	enosti

prema osvet	enostima u minimumima:

E

Epmin

=
EH + ET

Epmin

E

Epmin

=
EH(1 + b)

EH(1 + b(1− R2
M

R2
T
))

=
1 + b

1 + b(1− R2
M

R2
T
)
(∗)

E

Esmin

=
EH + ET

Esmin

E

Esmin

=
EH(1 + b)

EH(1 + b− R2
M

R2
H
)
=

1 + b

1 + b− R2
M

R2
H

(∗∗)

(15)
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Sada mo�emo da primenimo Pogsonov zakon:

mpmin −m = 2, 5log
E

Epmin

= 5, 990− 5, 545 = 0, 445

msmin −m = 2, 5log
E

Esmin

= 5, 790− 5, 545 = 0, 245

(16)

Odakle nalazimo:

E

Epmin

= 100,4(mpmin−m) = 1, 5066

E

Esmin

= 100,4(msmin−m) = 1, 2531

(17)

(5p)

Ako pogledamo jednaqine (*) i (**) vidimo da su nam leve strane poznate a na desnim

imamo tri nepoznata odnosa b,
R2

M

R2
T
i

R2
M

R2
H
. Nedostaje nam jedna jednaqina za rexava�e

ovog sistema pa smo prinu�eni da uvedemo pretpostavku da je ma�a zvezda sjajnija
(toplija), xto znaqi RM = RT .

Imaju�i to u vidu rexavamo sistem. Iz prve jednaqine dobijamo:

1 + b

1 + b(1− 1)
= 1 + b = 1, 5066 ⇒ b = 0, 5066 (18)

iz druge jednaqine imamo:

1 + b

1 + b− R2
T

R2
H

= 1, 2531 ⇒ RT

RH

= 0, 55 (19)

Kada ovo uporedimo sa podacima koji su nam dati u zadatku nalazimo:

RM

RV

= 0, 65 ̸= RT

RH

(20)

Dakle, naxa pretpostavka bila je pogrexna, odnosno ve�a zvezda je sjajnija pa iz
toga sledi da je RV = RT , a RM = RH . Rexava�e jednaqine (**) sada daje:

1 + b

1 + b− 1
= 1, 2531 ⇒ b = 0, 4 (21)

Tra�eni odnos luminoznosti jednak je odnosu odgovaraju�ih osvet	enosti jer se
zvezde nalaze na jednakom rastoja�u od posmatraqa:

LV

LM

=
LT

LH

=
ET

EH

= b = 0, 4 (22)

(10p)
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5. Penzias i Vilson otkrili su 1965. godine pozadinsko reliktno zraqe�e. To zra-
qe�e emitovano je u trenutku kada je vasiona postala prozraqna. �egova raspodela
odgovara Plankovoj raspodeli na temperaturi 3K.

a) Kako se me�a energija fotona frekvencije ν ukoliko zraqe�e pokazuje crveni
pomak z?

b) Kako kosmiqki crveni pomak odgovara sma�e�u energije fotona i s kojom se re-
lativnom brzinom kre�e izvor pozadinskog zraqe�a, ako je zraqe�e emitovano pri
temperaturi od 4000K?

c) Kolika je brzina Zem	e prema centru sferne 	uske koja predstav	a izvor zra-
qe�a, ako je u smeru Zem	inog kreta�a temperatura koja odgovara izraqenoj ve�a
za 3, 5mK?

Odnos frekvencije na kojoj je zraqe�e maksimalno i temperature je 5, 86 · 1010Hz/K.
Odgovor:

a) Crveni pomak je posledica Doplerovog efekta i izra�ava se kao:

z =
∆λ

λ0

=
λ− λ0

λ0

(23)

gde je λ0 laboratorijska, a λ izmerena vrednost talasne du�ine. Tra�i se da na�emo
promenu energije, pa nam je zgodnije da pre�emo na jednaqine po frekvenciji, v = c

λ
:

z =
c
ν
− c

ν0
c
ν

= −∆ν

ν
(24)

Kako je energija fotona E = h · ν, gubitak energije bi�e jednak:

−∆E = −h∆ν = Ez (25)

(5p)

b) Prema Vinovom zakonu, na temperaturi T maksimum zraqe�a bi�e na frekvenciji
ν jednakoj:

ν(Hz) = 5, 86 · 1010T (K) (26)

U trenutku emisije zraqe�a T0 = 4000K, maksimum je bio na ν0 = 2, 34 · 1014Hz,
dok za vrednost temperature od T = 3K, dobijamo ν = 1, 76 · 1011Hz. Prema tome
odgovaraju�i crveni pomak bi�e jednak:

z =
ν0 − ν

ν
= 1330 (27)

Brzinu uda	ava�a sada lako nalazimo kao:
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V =
(1 + z)2 − 1

(1 + z)2 + 1
c = 0, 99c (28)

(10p)

c) Zbog kreta�a Zem	e ka izvoru pozadinskog zraqe�a, iz smera kreta�a ka Zem	i
dolazi zraqe�e koje odgovara za ∆T ve�oj temperaturi. Usled toga me�a se fre-
kvencija maksimuma spektra ∆ν = 5, 86 · 1010 · ∆T , sledi da je ∆ν = 2, 05 · 108Hz.
To je veoma mala relativna promena frekvencije (ve� izraqunato ν = 1, 76 · 1011Hz)
tako da za izraqunava�e brzine mo�emo da koristimo nerelativistiqku formulu:

V =
∆ν

ν
c = 350

km

s
(29)

(5p)
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